Fahrzeugdurchsatz im Kolonnenverkenr

von Gunter Schmidt

M dgliche Ausgangssituationen:

Baustelle auf der Autobahn. Der Verkehr
muf3 einspurig gefthrt werden.

Man mochte einen moglichst grofen
"Fahrzeugdurchsatz" erreichen.

Kann man hier Empfehlungen geben?

Zur Entlastung des Autoverkehrs
in der City wird ein Tunnel unter
der City geplant.

Aus Kostengriinden steht in diesem
Tunnel in jeder Fahrtrichtung nur
jewells eine Spur zur Verfligung.

In der "Rush-Hour" ist das

V erkehrsaufkommen sehr hoch.

Wie kann man einen moglichst
hohen Fahrzeugdurchsatz
erreichen?

Voruberlegungen

Die erste naive Vermutung: Man muf3 dafir sorgen, dal3 die Autos moéglichst schnell fahren
konnen. "Je grofer die Geschwindigkeit, umso grofRer der Fahrzeugdurchsatz”.

In einem Leserbrief (Rhein-Sieg Rundschau, 3.4.92) findet man diese Auffassung mit
Uberzeugung vertreten:
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Auf der Strecke

Nach einem BG+ Urteil haftet

nach ei nem Aut obahn-Unfal |,

ein Autofahrer auch fir Schéden
wenn er unschul dig darin verw ckelt

wur de, aber schneller als die zul dssige Richtgeschw ndi gkeit

f uhr.

Ich wundere mich, wasin einem Rechtsstaat wie
der Bundesrepublik alles moglich ist. Die
Rechtsstaatlichkeit bleibt auf der Strecke. Ich
verstehe die Polemik der Geschwindigkeitsgegner
nicht: Auf den Autobahnen in unserem Land
werden etwa 35 Prozent des Stral3enverkehrs
abgewickelt bel einem Unfallanteil von nur 7
Prozent. Man sollte seine verkehrspolitischen
Fahigkeiten besser in die Entflechtung des
Verkehrs stecken. Das heif¥, die Verkehrsdichte
verringern,

und das bedeutet entweder mehr oder breitere
Stral3en oder héhere (1) Geschwindigkeiten, denn
Unfallhaufigkeit ist eine Sache der Verkehrsdichte
und nicht der Geschwindigkeit. Belegen die
sogenannten Verkehrsexperten mal einige
Semester Strémungsl ehre, dann kommen sie von
selber dahinter: Je enger ein Rohr, desto schneller
muf das Wasser hindurchflie}en, damit am Ende

die gleiche Menge ankommt, wie bei einem

dickeren Rohr bei langsamerer
FlieRgeschwindigkeit.

Dies wird schnell in Frage gestellt: Bei grofRen Geschwindigkeiten mul3 ein enormer
Sicherheitsabstand eingehalten werden, ansonsten wird das Unfallrisiko zu hoch. Ein Unfall
bedeutet zudem Stau mit Stillstand.

Die Diskussion verdeutlicht: Die Geschwindigkeit und der Sicherheitsabstand spielen offenbar
eine wichtige Rolle fur den Fahrzeugdurchsatz.

Es gibt empirische Untersuchungen zum Thema. (Leutzbach 1972) Nach diesen wird der
grofite Durchsatz fur mittlere Geschwindigkeiten um 50 km/h erreicht.
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Lalt sich dies Zusammenspiel der GrofRen Fahrzeugdurchsatz, Geschwindigkeit und
Sicherheitsabstand durch ein mathematisches Modell beschreiben?



Gunter Schmidt: Fahrzeugdurchsatz im Kolonnenverkehr 3

Modellierung

Wir gehen zunéchst von folgenden (vereinfachenden) Annahmen aus, die in den gegebenen
Situationen plausibel erscheinen:

1. Kolonnenfahrt. Alle Autos fahren mit gleicher Geschwindigkeit v.
2. Alle Autos halten den Sicherheitsabstand A ein.

Die Lange L einer Autokolonne, diein einer Stunde eine Mef3stelle passiert, ist abhangig von
der mittleren Geschwindigkeit, mit der sich diese Kolonne bewegt.

Esqilt Geschwindigkeit = \Q/—;? und damit Weg = Geschwindigkeit « Zeit

Fur die Zeiteinheit 1h erhalten wir damit
L =v 1000
(Wenn wir v in km/h angegeben, so erhalten wir L in m)
Die Anzahl N der Autosin dieser Kolonne ist dann ein Mal3 fiir den Fahrzeug-durchsatz.
Um diese Anzahl zu bestimmen, benétigen wir den "mittleren Abstand" d zwischen zwei

Autos. Dieser setzt sich zusammen aus dem Sicherheitsabstand A und der Autolange. Auch
hier setzen wir zur Vereinfachung eine "mittlere Autolange” aein.

l:a><A:I

d

Nun bendtigen wir Informationen tber den Sicherheitsabstand A. In den Fahrschullehrbiichern
finden wir hierzu die notwendigen Angaben (ohne Physik!)

(A1) "Goldene Regel fir den Sicherheitsabstand auf3erhalb geschl ossener
Ortschaften” (2-Sekundenregel):

Merken Se sich einen festen Punkt (z.B. Baum, Kilometerstein oder
ahnliches), an dem der Vorausfahrende soeben vorbeifahrt. Dann
zahlen sie ohne Hast "21, 22". Erst dann durfen Se diesen Punkt
erreicht haben. Wird der Punkt friher erreicht, ist der Abstand zu
Klen.



Gunter Schmidt: Fahrzeugdurchsatz im Kolonnenverkehr 4

(A2) "Halbe-Tacho-Regd"

Der Abstand zum vorausfahrenden Fahrzeug sollte in der Regel mindestens 1/2 der
Tachoanzeige betragen. (Abstand in m, Tachoanzeige in km/h).

(A3) und (A4) Reaktionsweg und Bremsweg.

Der Reaktionsweg. Vom Erkennen einer Gefahr bis zum Niedertreten des Bremspedals benétigt jeder eine gewisse
Zeit. Diese Verlustzeit ist unterschiedlich und hangt vom Fahrer ab, z.B. dltere Fahrzeugfiihrer, Ubermiidung und dergl.
Die Verlustzeit wird auch Reaktionszeit genannt. Sie betrégt im Durchschnitt 1 Sekunde, d.h. nachdem Sie die Gefahr

erkannt haben, l&uft Ihr Fahrzeug noch 1 Sekunde lang mit gleicher Geschwindigkeit weiter. In dieser Sekunde wird je
nach Fahrzeuggeschwindigkeit ein bestimmter Weg zurtickgelegt. Diesen Weg nennt man den Reaktionsweg.

Als Faustregel fur den Reaktionsweg wird angegeben

Geschwindigkeit «
10

Reaktionsweg = 3

(entspricht dem Weg des Fahrzeugs (in m) in einer Sekunde. Kann nach der Tachometeranzeige (in km/h) ermittelt
werden.)

Der Bremsweg. Vom Niedertreten des Bremspedals bis zum Stillstand des Fahrzeugs legt das Fahrzeug einen
bestimmten Weg zuriick. Dieser Weg wird der Bremsweg genannt und kann nach der Tachometeranzeige ermittelt
werden.

Faustregel fur den Bremsweg:

Geschwindigkeit « Geschwindigkeit

Bremsweg =
™ 10 10

Beim Einsetzen der Geschwindigkeit in km/h erhdlt man damit den Bremsweg in m.

Bearbeitung des Modells

Der maximale Fahrzeugdurchsatz bel den verschiedenen Regeln fir den
Sicherheitsabstand

Als mittlere Fahrzeuglange wird zunédchst in allen Fallen a= 6m angenommen. Diesist eine
grobe Schatzung fur den gewichteten Mittelwert der vielen Pkw’s mit einer Lénge zwischen 4-5
m und den Nutzfahrzeugen mit Léngen von 6 - 20 m.

Der Fahrzeugdurchsatz N wird nun in Anzahl pro Stunde berechnet, er errechnet sich in jedem
Fall as Quotient der Kolonnenldnge L und des mittleren Abstandes d.

N_L_lOOOv
d A+6
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FUr den Sicherheitsabstand A setzen wir einen von der Geschwindigkeit v abhéngigen Term
ein, der sich nach der jeweiligen Faustregel bestimmit.

(A1) Im Fall der 2-Sekundenregel erhalten wir die Formel tber den Zusammenhang Weg =

Geschwindigkeit » Zeit. Dabei miissen wir noch beachten, dai3 1 kh_m = 3_16 %

Als Formel erhaten wir damit fir den Anhalteweg:

Y
A](V)_E

Die Formel liefert den Anhalteweg in m, wenn man v in km/h angibt.

(A2) Die Tacho-Halbe-Regel liefert

A2(V) = %

Die Formel liefert den Anhalteweg in m, wenn man v in km/h angibt.
(A3) Nur Reaktionsweg
Wenn man (leichtfertigerweise) davon ausgeht, dal3 in der Kolonnenfahrt der VVordermann in

gleicher Weise bremst wie der Nachfolger, so kénnte man den Bremsweg bei dem Anhalteweg
vernachléssigen. Damit wirde lediglich der Reaktionsweg als Sicherheitsabstand eingesetzt.

3v
A3(V) = E

Die Formel liefert den Anhateweg in m, wenn man v in km/h angibt.
(A4) Anhalteweg als Sicher heitsabstand
Anhalteweg = Reaktionsweg + Bremsweg

Fur Reaktions- und Bremsweg werden die oben angegebenen Faustformeln verwendet. Damit
ergibt sich als Formel:

2
A4(V) = 1‘(’)—0 + %

Die Formel liefert den Anhalteweg in m, wenn man v in km/h angibt.

Schliefdich kann man an Stelle der bisher herangezogenen Faustregeln die physikalisch
beschreibbaren Bremsbeschleunigungen der Autos in der Kolonne beriicksichtigen. Dies soll
im Anschluf3 an die Bearbeitung in einem erweiterten Modellansatz geschehen.
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In dem folgenden DERIV E-Protokoll sind zunéchst die verschiedenen Faustregeln fr den
Anhateweg A in Forme und Graph dargestellt. Anschlief3end wird der jeweilige
Fahrzeugdurchsatz al's Funktion von der Durchschnittsgeschwindigkeit mit Funktionsgleichung
und Graph angegeben.
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1  “Anhalteweg” }4"_ //_
2 8oer-—==o---soszzzszzzozzzzazt //
3: %2 Sekundenregel® 10 /;
v 4 4
4 al(v) 1z —— ,/ é,f
" o / ks
5.  "Tacho-Halbe" + / 'J.__.,;__.f'
/ /".:- -
v P
6:  f2(v) iz — A P e
2 e __.-‘A_.f’ - J__-ﬂ - A 3
?7:  “pur Reaktionszeit (1 Sekunde)” w ./:4/;:‘/“’ _';P____.--"’
Jv g
8: A3v) = —-—Ia— sl o
Faustregel Fahrschul 3¢ te 2
9. *Faustrege schule®
L
2 JAuzakl/h . . i
B A 1= —— s
18: v 168 10 /
24: ¥zzzzzzszsszzsozoozozzoast /
i8: "Durchsatz = Anzahl/Stunde” S/
. ! / ‘ ' Ny
19! ®zzsomzsosoosszzoozzIzzos / -
ECT [ T
26: Nl(v) iz ————— / gl = ey
Allv) + 6 // Pt
1608 v At /N
21 N2(v) 1z ————— 4{.,# . ~— .
A2(v) + 6 *--_\__%41‘
2 K3(Y) 1080 v ""f-
2 YT Asw v 6 !
. ’ { i [l
2 30 17 20

Inden Falen A1, A2 und A3 ist der Anhalteweg eine lineare Funktion der Geschwindigkeit v,
nur die ,Fahrschulregel® A4 zeigt die quadratische Zunahme des Anhalteweges mit der
Geschwindigkeit.

Der Fahrzeugdurchsatz nimmt nach den Modellen N1, N2 und N3 jeweils monoton mit der
Geschindigkeit zu, alerdingsist diese Zunahmein alen drel Fallen bel Geschwindigkeiten Uber
30 km/h nur noch relativ gering und nimmt mit wachsender Geschwindigkeit weiter ab.

Die Durchsatzkurve N4 steigt zunéchst steil an und erreicht ein Maximum bei etwa 25 km/h (1),
danach fallt sie flacher wieder ab. Die Erklarung fir diese zundchst Uberraschende Feststellung
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liegt in der vorher bereits bemerkten quadratischen Zunahme des Anhalteweges (und damit
auch des Fahrzeugabstandes d) von der Geschwindigkeit.

Zur genaueren Bestimmung des Maximums wahlen wir Ausschnittsver-gréf3erungen
(graphisch und Wertetabelle):

|
|
t — il
| ~ ]
]
|

| | | . '
| |

Ausschnittsvergrof3erungen zu dem Graph von N4(v)

VECTOR({v, N4(v)]1, v, 24, 25, B8.1)

r 21 1256.73 r 24 1265.82 ;
21,5 1259.33 A 24.1 1265.88
22 1261.46 24.2 1265.92
22.5 1263.15 24.3 1265,96
23 1264.43 24.4 1265.98
23.5 1265.31 24,5 1265.98
24 1265.82 24.6 1263.97
24.5 1265.98 24.7 1265.95
25 1265.82 24.8 1265.92
23.5 1265.35 24,9 1265.88

26 1264.59 | L 25 1265.82

Ausschnitte aus Wertetabellen zu N4(v)

Der maximale Fahrzeugdurchsatz wird also bei einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von v
= 24.5 km/h erreicht, er betrégt dann etwa 1266 Fahrzeuge/h.
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Wenn die Differentialrechnung bereits zur Verfligung steht, so kann man das Maximum auch
mit den Nullstellen der 1.Ableitung ermitteln. Zur Information sei das entsprechende DERIVE-
Protokoll kurz angegeben:

1688 v ]

d
— [Nd(v) =
dv f4(v) + 6

2
100000 (608 - v )

2 2
(v + 30 v + 600)
vz-186

24.4%48
N4(24.4%48)
1265.98

<
]

Die Ableitung wurde dabei Uber das Menii CALCULUS -> DIFFERENTIATE ermittelt, die
Nullstellen der Ableitung mit Hilfe von SOLVE bestimmt.

Zum Vergleich die Werte bel den anderen Modellannahmen:

[N1(24.5), N2(24.3), N3(24.5))
[1249.29, 1342.46, 1835.208]
IN1(108), N2(188), N3(168)]
[1624,54, 1785.71, 2977.771

lim NLCv), 1in N2(v), lim N3tv);
+® yis i vie

3¢\ iy

V on theoretischem Interesse sind die Grenzwertbetrachtungen bel N1, N2 und N3. Sie zeigen,
daf? diese Kurven nach oben beschréankt sind, bel N3 ist diese Schranke mit dem Wert 3333 am
grofiten.
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M odellauswertung

Wenn wir das Unfallrisiko durch Einhalten des Sicherheitsabstandes nach A4 mdglichst gering
halten wollen, so entscheiden wir uns fir das Modell N4 und kommen so abschlief3end zu der
Empfehlung:

Flr einen moglichst grofen Fahrzeugdurchsatz im Kolonnenverkehr
wird eine Richtgeschwindigkeit von 25 km/h empfohlen
mit einem Fahrzeugabstand von etwa 13 m.

Bel etwas grofRerer Risikobereitschaft konnen wir bel Geschwindigkeiten von bis zu 50 km/h
die Tacho-Halbe-Regel A2 heranziehen. Damit empfehlen wir dann:

Fir einen moglichst grof3en Fahrzeugdurchsatz im Kolonnenverkehr
wird eine Richtgeschwindigkeit von 50 km/h empfohlen
mit einem Fahrzeugabstand von etwa 25 m.

In diesem Fall wird der Fahrzeugdurchsatz mit 1613 Fahrzeugen/h dann gegeniber der
1.Empfehlung mit 1266 Fahrzeugen/h um etwa 30% vergrofiert, allerdings ist das Risiko fur
Auffahrunféle auch grofier.

Modellkritik

Wir haben in allen Ansédizen eine Reihe vereinfachender Annahmen gemacht und andere
Bedingungen nicht berticksichtigt, z.B.

» DieFormeln fir den Sicherheitsabstand sind Faustregeln;

» an verschiedenen Stellen werden “mittlere Werte" angenommen. Nach welchen Kriterien
bestimmt man solche Mittelwerte fir Geschwindigkeit, Schreck-sekunde oder Autoléange?

» wir haben nicht berticksichtigt, dal3 auch der vorausfahrende Fahrer beim pl6tzlichen
Abbremsen nicht sofort zum Stillstand kommt. Ist dies evtl. in manchen Faustregeln schon
berticksichtigt?

* inwieweit mul3 individuelles oder technisches Fehlverhalten mit einbezogen werden? Wie
ist die Mora der Autofahrer? Wie weit wird der empfohlene Sicherheitsabstand eingehalten,
welche Risikobereitschaft muf3 in Ansatz gebracht werden?

M odellerweiterungen

Wir beschranken uns hier auf Erweiterungen in zwei Richtungen. Einmal wird die mittlere
Autolange a variiert, zum anderen werden wie oben angedeutet an Stelle der Faustregeln die
physikalisch beschreibbaren Bremsbeschleunigungen der Autosin der Kolonne berticksichtigt.
Die Darstellung erfolgt in Form von Arbeitsauftrégen und moglichen Losungsskizzen.
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Erweiterung 1: Variation der mittleren Autolange

Bei den vorangegangenen Uberlegungen haben wir recht willkirlich eine mittlere Autolange
von a = 6 m angenommen. Wir koénnten dies mit Hilfe empirischer Untersuchungen
(Beobachtungen der Anzahl PKW und grofRere Nutzfahrzeuge einer Kolonne) verbessern und
untermauern. Wir konnen aber auch in unserem Modell den Einfluf3 dieses Parameters ,, mittlere
Autolange" untersuchen.

Untersuche im Modell N4, wie sich die Variation der mittleren Autolange a auf den
Fahrzeugdurchsatz auswirkt.

Beschreibe die Veranderung der zugehorigen Graphen v -> N4(v).

Was bedeutet dies fur die entsprechenden Empfehlungen?

L 6sungsskizze:

Wir stellen eine Kurvenschar N(a,v) mit Variation des Parameters adar. Der Parameter a lauft
von 2 bis 10 mit Schrittweite 1.

v

18

"Fahrzeugdurchsatz bei variabler Autolinge a®
1008 v o

hd(v) + a

Ady) iz +

N(a, v) :=

"Kurvenschar” v
VECTOR(N(a, v}, a, 2, 10)

‘ 30 . Kw [

Man erkennt, dal3 mit wachsender “mittlerer Fahrzeuglange* die Durchsatz-kurven immer
flacher verlaufen, d.h. der Fahrzeugdurchsatz wird bei grof3eren Autoléngen erwartungsgemal?
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kleiner. Die Durchsatzmaxima werden fir grof3ere Fahrzeuglangen erst bei grofderen
Geschwindigkeiten erreicht, die maximalen Durchsatzwerte werden kleiner. Entsprechend
andern sich die Empfehlungen, fur die Nachbarwerte der Fahrzeuglénge a= 6 m lauten sie:

a=5m: Richtgeschwindigkeit: 22.4 km/h Fahrzeugabstand: 12m
a=7m: 26.5 km/h 15m

Eine gute Beschreibung der Veranderungen liefert die Ortskurve der Maximain Abhangigkeit
von dem Parameter a.

Einzeichnen nach Augenmald zeigt eine Kurve, die einer Hyperbel gleicht. Durch
Experimentieren und plausible V ortiberlegungen kann man die Funktions-gleichung suchen:

y= 100000
2x+30

Falls die Differentialrechnung schon zur Verfiigung steht, kann man die Ortskurve mit Hilfe der
Sétze Uber lokale Maxima ermitteln und mit Hilfe der Parameterdarstellung einzeichnen.

) 1009 v
Hia, v iz — —
fAdv) t a
d 1000 v
—_ [H(a, v) iz —'"_—_'""_—J
W fidlv) + a

2
160000 (166 a - v )

(160 a + v (v + 30))2
"Sclve”
v = - 1§ Ja
v = 10 ya

W - -o

vVom

Na, 16 Ja)
10069
ZdJda+3

"Parameterdarstel lung" |

v9.5 { a { 40" "
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Erweiterung 2 : Beriicksichtigung der Bremsbeschleunigung der Autos

Essa v die Geschwindigkeit der Autosin der Kolonne, b1 der maximale Betrag der
Bremsbeschleunigung fir das eigene Auto, bg die entsprechende Grol3e fir den Vordermann.
Dann 183 sich fir den notwendigen Sicherheitsabstand die Formel herleiten

A5(v):rﬂl+v—22(%—é)

rist hierbel die Reaktionszeit in s, die Geschwindigkeit wird in m/s, die Bremsbeschleunigung
in m/s2 eingesetzt, der Sicherheitsabstand ergibt sich dannin m.

Setze fir b1 den TUV-Mindestwert von 4 m/s2 und fiir bg einen besseren Wert zwischen by
und bmax = 8 m/s2 (gute Bremslage bei trockener, griffiger Stra3e) ein und stelle damit jeweils
A5(v) dar. (Resktionszeit r = 1 ). Vergleiche die Graphen mit A4(v).

Ermittle fir den Fall by= 4 m/s? und bg = 8 m/s? die Geschwindigkeit fiir den maximalen
Fahrzeugdurchsatz ( Fahrzeuglénge a=6 m).

(zur Herleitung der Formel siehe [3] oder [7] ):

L 6sungsskizze:

Wir zeigen ein mogliches DERIV E-Protokoll, in dem die Kurvenschar A5(v,bg) fur bo= 4, 5,
6, 7 und 8 m/s2 dargestel It wird.

Beim Vergleich mit A4(v) muf3 die entsprechende Formel fir die Eingabe der Geschwindigkeit
in m/s umgerechnet werden.

Bel der Formel N5(v) zur Berechnung des Fahrzeugdurchsatzes in Anzahl/h mul3 der Z&hler
nun mit 3600v angegeben werden, da die Geschwindigkeit in m/s eingegeben wird.
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1. ormel: uit Bremsverzsgerung

v 1 1
2 ASCv, b@) iz Py + — [_- .___]
2 4 1o
r =1
4, [AS{v, 4), A5Cv, 3J), AS(v, 6), A5¢v, 7}, AS{v, 8)]
36608 v
5 N3(v) 7 ———
fA5{v, 6) + 6

6: "fchtung: v in n/sA2 "
7. "Damit AS{v) in m , N3(v) in Anzahl/h"

3.6 v)a
8: Av) v+ ——
108 ]
! Am . . : // : AnsakC/h
/
//
.'/ / i
20 : - ,// : //i/( /o ‘\fﬁh“\thm'
‘ /./ "\___h\-_‘-.
/ '
- {or
m/4
T 40 2p 39

Der Vergleich der Kurvenschar A5(v) mit der Kurve zu A4(v) zeigt, dal? die in A4 benutzte
Fahrschulregel den Sicherheitsabstand sehr grof3ziigig berechnet, die Beriicksichtigung der
einzelnen Bremsbeschleunigungen liefert selbst im gunstigsten der angenommenen Falle
(bp=4, b1=8) noch deutlich kiirzere Abstande.

Das Maximum des Fahrzeugdurchsatzes entnehmen wir mit Hilfe des Fadenkreuzes (CROSS)
der graphischen darstellung von N5, es wird nun mit einem Wert von 1800 Fahrzeuge/h bei
einer Geschwindigkeit von 12 m/s (= 43 km/h) erreicht.

Ausblicke

Mit Hilfe dieses Protokolls lassen sich nun gegebenenfalls weitere Fragen experimentell

untersuchen, so z.B.

» die Beeinflussung des Fahrzeugdurchsatzes durch die Berlicks chtigung verschiedener
Reaktionszeiten (r = 0.5, 0.8, 1.2s?)

» wiederum die Abhangigkeit des Fahrzeugdurchsatzes von der mittleren Autolénge a
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Interessant ist auch die Suche nach Paaren (bp,b1), fur die die Kurve A5(v) der
Fahrschulformel A4(v) entspricht? (<-- z.B. (2,4)).

Andere Fragestellungen und evtl. auch Erweiterungen des Modells ergeben sich je nach den
speziellen Vorkenntnissen des Kurses (oder der Lehrerin/des Lehrers).

Zum Computereinsatz

Bei der Bearbeitung des Modells mit Hilfe des Computers wurde DERIVE im wesentlichen als
“Funktionenplotter” eingesetzt. Hier ist in gleicher Weise auch ein graphischer Taschenrechner
geeignet, zumal dieser von den Schilerinnen ohne Aufwand auch im Rahmen von
Hausaufgaben und Kursarbeiten benutzt werden kann. Die Prasentation von Ergebnissen kann
mit Hilfe eines verfligbaren Overhead-Displays ebenso miihel os erfolgen.

Auf der folgenden Seite sind einige Auszilge fur die Darstellung von N4(v), der Kurvenschar
N4(v,a) fur a=2, 4, 6, 8 und fur die Parameterdarstellung der Ortskurve der Maxima der
Kurvenschar mit dem Tl 81 von TEXAS INSTRUMENTS dargestellt. Die grobe Auflésung
bei der graphischen Darstellung ist fir die Problembearbeitung kein Nachteil, zumal die
wichtigen Koordinaten der Kurvenpunkte mit Hilfe der TRACE-Funktion und geeignetem
ZOOM in beliebiger Genauigkeit ermittelt werden konnen.

Asthetisch besonders ansprechende Darstellungen lassen sich mit Hilfe “dynamischer
Funktionenplotter® erzeugen. Mit dem von Michael Weil3, Gifhorn, als Shareware zur
Verfligung gestellten Programm PARAPLOT kann man die Funktionenschar N4(v,a) z.B. fir
a zwischen 2 und 10 als bewegtes Bild darstellen, gleichzeitig 1&3t sich Uber eine Option
ORTSKURVEN die Kurve der Maxima erzeugen. L etzteres kann auch als Motivation fur die
analytische Bestimmung dieser Ortskurve eingesetzt werden.
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Darstellungen mit dem graphischen Taschenrechner TI 81
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Zur Leistungsbeurteilung

Wir gehen davon aus, dal3 die Problemstellung den Schilerlnnen in einer offenen Form
(Ausgangssituation, Seite 1) gegeben wurde und dafl3 die Modellierung im Rahmen von
Gruppenarbeit mit eigenstandiger Nutzung des Computers oder des graphischen
Taschenrechners erfolgte.

Eine dem Unterrichtsverlauf adaguate L eistungsbewertung erschliefdt sich zundchst aus der
zusammenfassenden Dokumentation und Présentation von Ergebnissen/Teilergebnissen mit der
Darstellung des Losungsweges und Begrindungen. Dies kann auf der Grundlage von
Protokollen und/oder Referaten erfolgen. Sinnvoll (und konsequent) durfte hier die Bewertung
der Gruppen-/Teamarbeit sein.

Im Rahmen des Prozesses der Modellierung und der Modellbearbeitung bringen einzelne
Schulerinnen und Schiler durchaus verschiedene Leistungen ein. So wird es Experten fur
Sachinformationen (Fahrschule, physikalische Grundlagen u.d) geben, andere nutzen in
kompetenter Weise die (mathematischen) Moglichkeiten der verfigbaren Software. Dann gibt
es Schilerlnnen, die mit auffallender Kreativitét weiterfiihrende | deen einbringen oder solche,
die mit besonderer Sorgfalt Begrindungen und Vertiefungen liefern. All diese Fahig-keiten
konnen individuell als Einzelleistungen bewertet werden oder in der Epochalnote
Beriicksichtigung finden.

Bestimmte Arbeitsblétter (z.B. die Modellerweiterungen) eignen sich auch al's Hausaufgaben,
deren schriftliche oder mindliche Prasentation je nach Bearbeitung sowohl zu einer Team- als
auch zu einer Einzelbewertung herangezogen werden kann. In diesem Fall ist allerdings die
Verfligbarkeit der Software auf3erhalb des Unterrichts Voraussetzung (Computerlabor der
Schule oder graphische Taschenrechner)

Schliefdich kdnnen auch im Anschluf an eine solche Unterrichtseinheit geeignete Aufgabenin
der Kursarbeit gestellt werden. Diese Aufgaben verlangen dann die eigenstandige
Zusammenfassung von Unterrichtsergebnissen unter den vorgegebenen Aspekten, kdnnen aber
auch kleinere neue Erweiterungen beinhaten. In letzterem Falle ist es notwendig, ansonsten
aber auch wiinschenswert, dal3 die Schulerlnnen dem Unterricht entsprechend auch wahrend
der Kursarbeit auf das geeignete Werkzeug zuriickgreifen konnen. In bestimmtem Ausmal3
wird damit auch die Kompetenz im Umgang mit dem Werkzeug (Software)
bewertungsrelevant, aber dies ist eine sinnvolle aktuelle Fortschreibung von bewdahrten
Praktiken etwa im Umgang mit Rechenstab, Tafelwerken, Taschenrechner oder auch der
Formelsammlung.

Ein Beispid fur eine Aufgabe zu diesem Themaim Rahmen einer Kursarbeit wird im folgenden
mit einer Skizze der erwarteten L osung angegeben. Diese Aufgabe war eine von 5 Aufgaben im
Rahmen der 1.Kursarbeit im Leistungskurs 11/2. Die Schulerlnnen verfugten alle Gber einen
eigenen graphischen Taschenrechner (TI 81), dieser wurde im vorangegangenen Unterricht
neben der Software DERIVE regel méldig eingesetzt.
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Der Fahrzeugdurchsatz bei gleich-

méaldiger Kolonnenfahrt 183 sich
mit Hilfe der folgenden Funktion '_.r"":':"--__\_
beschreiben: I." -"'--..____
f -
1000v
N(v) = —\i ) Y e
100 10 d=eY. 210526 Y=1Z65.9328

a) Erléutere den Ansatz der Funktionsgleichung
b) Interpretiere den Graph der Funktion
¢) Wie éndert sich der Graph wenn man
» als mittlere Autolange 5m anstelle 6m annimmt
» beim Anhalteweg die Faustregel “ Tacho-Halbe" verwendet?

L 6sungsskizze:

a) Alle Autos in der Kolonne fahren mit der gleichen Geschwindigkeit v. An einer Mef3stelle
bewegt sich also in einer Stunde eine Kolonne der Lange

L=v km 1h = vkm =1000vm
. . ) v:  3v

Der Abstand zwischen zwel Autosbetragt d =——+—+6,
100 10

2
wobei 1\8—0: Bremsweg, %: Resktionsweg und 6: mittlere Autolénge.

Die Anzahl Der Autos innerhalb der “ Stundenkolonne® ergibt sich nun als Quotient L/d. Diese
Anzahl N ist von der Geschwindigkeit v abhangig.

1000v
N =
) v: 3v
—+="+6
100 10

b) Jeder Punkt (v ; N(v)) des Graphen gibt zur Geschwindigkeit v (in km/h) den
Fahrzeugdurchsatz (in Anzahl/h) an. Der Graph steigt zunachst steil an und erreicht bel v=24.2
km/h bereits sein Maximum mit N(v)=1266. Danach fallt er flacher wieder ab. Dies bedeutet,
dal3 bei einer Geschwindigkeit von ungefahr 24 km/h der grofdte Fahrzeugdurchsatz vorhanden
ist.
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c) Bel der kleineren Autolénge 5m verschiebt
sich das Maximum nach links, d.h. der groite N 4 P
Fahrzeugdurchsatz wird bei einer kleineren e — Tasho-Halbe"
Geschwindigkeit erreicht. Allerdings liegt TN 7

dieser Maximalwert nun hoher, d.h. der
maximale Fahrzeugdurchsatz ist grofier.

»

—

Bel der Faustregel “ Tacho-Halbe" gilt

Y
=—+6

. Nun ergibt sich ein Graph, der
standig steigt, d.h. mit gréferem v wird auch '
N(Vv) grofier. Allerdings steigt der Graph mit
zunehmender Geschwindigkeit immer
weniger, der Fahrzeugdurchsatz wird nie
grofRer als 2000.

,%V

Literatur

Zu dem hier behandelten Thema gibt es in der didaktischen Literatur eine Reihe von
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bereits Darstellungen oder Aufgaben dazu in Schulbichern zur Analysis oder zum
Computereinsatz im Mathematikunterricht. In der Gesamtheit bieten sie eine Fille von
Zusatzanregungen und Erweiterungen zu der hier gewahlten Darstellung.

Eine stérker physikalisch orientierte Vertiefung der Problematik ist die umfangreiche
Darstellung von Rieder u.a., die viel Hintergrundwissen vermittelt. Sie kann als Grundlage zu
einer projektartigen Bearbeitung des Themas oder flr Facharbeiten herangezogen werden.
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